
 

 

Residuo 

Sea la función 𝑓: ℤ → {0,1} definida así: 

𝑓(𝑛) = {
0, 𝑛 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 2)

1, 𝑛 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 2)
 

𝑓(𝑛) =
1 − (−1)𝑛

2
 

Cociente entero 

Sea la función 𝑔: ℤ → ℤ definida así: 

𝑔(𝑛) = {

𝑛

2
, 𝑛 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 2)

𝑛 − 1

2
, 𝑛 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 2)

 

𝑔(𝑛) =
𝑛 − 𝑓(𝑛)

2
=

2𝑛 − 1 + (−1)𝑛

4
= ⌊

𝑛

2
⌋ 

Ejemplo 
Para 𝑥 ∈ ℝ y 𝑛 ∈ ℕ ∪ {0} : 

𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
cos 𝑥 = (−1)𝑔(𝑛+1)(𝑓(𝑛 + 1) cos 𝑥 + (1 − 𝑓(𝑛 + 1)) sin 𝑥) 

𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
sin 𝑥 = (−1)𝑔(𝑛)(𝑓(𝑛) cos 𝑥 + (1 − 𝑓(𝑛)) sin 𝑥) 

Fórmulas de ángulo múltiple para el coseno 

Para 𝑛 ∈ ℕ ∪ {0}: 

cos 𝑛𝑥 = ∑ (−1)𝑘 (
𝑛

2𝑘
) (cos 𝑥)𝑛−2𝑘(sin 𝑥)2𝑘

𝑔(𝑛)

𝑘=0

 

= ∑ (
𝑛

2𝑘
) (∑(−1)𝑝 (

𝑘

𝑝
)

𝑘

𝑝=0

(cos 𝑥)𝑛−2𝑝)

𝑔(𝑛)

𝑘=0

= ∑ (−1)𝑘(cos 𝑥)𝑛−2𝑘 ( ∑ (
𝑛

2𝑝
) (

𝑝

𝑘
)

𝑔(𝑛)

𝑝=𝑘

)

𝑔(𝑛)

𝑘=0

 

Luego, 

∑ cos 𝑛𝑥 =

𝑚

𝑛=0

∑(cos 𝑥)𝑛 ( ∑ (−1)𝑘 ( ∑ (
2𝑘 + 𝑛

2𝑝
) (

𝑝

𝑘
)

𝑔(2𝑘+𝑛)

𝑝=𝑘

)

𝑔(𝑚−𝑓(𝑛))−𝑔(𝑛)

𝑘=0

)

𝑚

𝑛=0

=
sin

(𝑚+1)𝑥

2

sin
𝑥

2

cos
𝑚𝑥

2
 

 

 

Nota: 

∑ (∑ 𝑎𝑘𝑏𝑛−2𝑘𝑐𝑛,𝑘

𝑔(𝑛)

𝑘=0

)

𝑚

𝑛=0

= [ ∑ 𝑏2𝑛 ( ∑ 𝑎𝑘𝑐2𝑘+2𝑛,𝑘

𝑔(𝑚)−𝑛

𝑘=0

)

𝑔(𝑚)

𝑛=0

] + [ ∑ 𝑏2𝑛+1 ( ∑ 𝑎𝑘𝑐2𝑘+(2𝑛+1),𝑘

𝑔(𝑚−1)−𝑛

𝑘=0

)

𝑔(𝑚−1)

𝑛=0

] = ∑ 𝑏𝑛 ( ∑ 𝑎𝑘𝑐2𝑘+𝑛,𝑘

𝑔(𝑚−𝑓(𝑛))−𝑔(𝑛)

𝑘=0

)

𝑚

𝑛=0

 



 

 

∑ (cos 𝑚𝑥)𝑛 =
1

2𝑛−1 (
sin

(𝑞+1)𝑛𝑥

2

sin
𝑛𝑥

2

cos
𝑞𝑛𝑥

2
− ∑(−1)𝑘 ( ∑ (

𝑛

2𝑝
) (

𝑝

𝑘
)

𝑔(𝑛)

𝑝=𝑘

)

𝑔(𝑛)

𝑘=1

( ∑ (cos 𝑚𝑥)𝑛−2𝑘

𝑞

𝑚=0

))

𝑞

𝑚=0

 

Fórmulas de ángulo múltiple para el seno 

Para 𝑛 ∈ ℕ: 

sin 𝑛𝑥 = ∑ (−1)𝑘 (
𝑛

2𝑘 + 1
) (cos 𝑥)𝑛−(2𝑘+1)(sin 𝑥)2𝑘+1

𝑔(𝑛−1)

𝑘=0

 

= (cos 𝑥)𝑓(𝑛−1) ∑ (
𝑛

2𝑘 + 1
) ( ∑ (−1)𝑝 (

𝑔(𝑛 − 1) − 𝑘

𝑔(𝑛 − 1) − 𝑝
)

𝑔(𝑛−1)

𝑝=𝑘

(sin 𝑥)2𝑝+1)

𝑔(𝑛−1)

𝑘=0

 

= (cos 𝑥)𝑓(𝑛−1) ∑ (−1)𝑘(sin 𝑥)2𝑘+1 (∑ (
𝑛

2𝑝 + 1
) (

𝑔(𝑛 − 1) − 𝑝

𝑔(𝑛 − 1) − 𝑘
)

𝑘

𝑝=0

)

𝑔(𝑛−1)

𝑘=0

 

Luego, 

∑ sin 𝑛𝑥 =

𝑚

𝑛=1

∑ (−1)𝑛(sin 𝑥)2𝑛+1 ( ∑ (cos 𝑥)𝑓(𝑘−1) (∑ (
𝑘

2𝑝 + 1
) (

𝑔(𝑘 − 1) − 𝑝

𝑔(𝑘 − 1) − 𝑛
)

𝑛

𝑝=0

)

𝑚

𝑘=2𝑛+1

)

𝑔(𝑚−1)

𝑛=0

=
sin

(𝑚+1)𝑥

2

sin
𝑥

2

sin
𝑚𝑥

2
 

Si además 𝑛 ∈ {0}: 

sin(2𝑛 + 1)𝑥 = ∑(−1)𝑘(sin 𝑥)2𝑘+1 (∑ (
2𝑛 + 1

2𝑝 + 1
) (

𝑛 − 𝑝

𝑛 − 𝑘
)

𝑘

𝑝=0

)      (∗)

𝑛

𝑘=0

 

Por consiguiente, 

∑ sin(2𝑛 + 1)𝑥 = ∑ (−1)𝑛(sin 𝑥)2𝑛+1 ( ∑ (∑ (
2𝑘 + 1

2𝑝 + 1
) (

𝑘 − 𝑝

𝑘 − 𝑛
)

𝑛

𝑝=0

)

𝑔(𝑚)

𝑘=𝑛

)

𝑔(𝑚)

𝑛=0

𝑔(𝑚)

𝑛=0

=
(sin 𝑔(𝑚)𝑥)2

sin 𝑥
 

∑ (sin 𝑚𝑥)2𝑛+1 =
(−1)𝑛

22𝑛
(

sin
(𝑞+1)(2𝑛+1)𝑥

2

sin
(2𝑛+1)𝑥

2

sin
𝑞(2𝑛 + 1)𝑥

2
− ∑(−1)𝑘 (∑ (

2𝑛 + 1

2𝑝 + 1
) (

𝑛 − 𝑝

𝑛 − 𝑘
)

𝑘

𝑝=0

)

𝑛−1

𝑘=0

( ∑ (sin 𝑚𝑥)2𝑘+1

𝑞

𝑚=0

))

𝑞

𝑚=0

 

De (∗), si 𝑥 =
𝜋

2𝑛+1
 y 𝑛 > 0, entonces: 

∑(−1)𝑘 (sin
𝜋

2𝑛 + 1
)

2𝑘

(∑ (
2𝑛 + 1

2𝑝 + 1
) (

𝑛 − 𝑝

𝑛 − 𝑘
)

𝑘

𝑝=0

)

𝑛

𝑘=0

= 0 

Donde sin
𝜋

2𝑛+1
≠ 0 



 

 

Por ejemplo, para 𝑛 = 2, se obtiene la expresión 16 (sin
𝜋

5
)

4
− 20 (sin

𝜋

5
)

2
+ 5 = 0, donde sin

𝜋

5
=

1

2
√5−√5

2
 

(teniendo en cuenta que, en el primer cuadrante, sin
𝜋

6
< sin

𝜋

5
< sin

𝜋

4
). 

Serie 

Para 𝑝 ∈ ℕ y |𝑥| < 1: 

∑ 𝑘𝑝

𝑛

𝑘=1

𝑥𝑘−1 =
1

1 − 𝑥
(∑ (

𝑝

𝑗
) (∑ 𝑘𝑗

𝑛−1

𝑘=0

𝑥𝑘)

𝑝−1

𝑗=0

− 𝑛𝑝𝑥𝑛) 

Donde ∑ 𝑥𝑘𝑛−1
𝑘=0 =

1−𝑥𝑛

1−𝑥
 


